LA TRIGONOMETRIE
SPHERIQUE Yvon Massé

On se référe souvent, en gnomonique, a la sphére céleste locale et vous avez été logiquement tenté de
recourir a la trigonométrie sphérique dans vos problémes gnomoniques mais ne la maitrisez pas bien ?
Yvon Massé se propose, avec une série d’articles dont voici le premier, de vous familiariser avec elle.

Au cours de mes pérégrinations dans le monde
de la gnomonique, j'ai eu 'occasion d'utiliser
différents outils mathématiques pour finalement
me rendre compte que la trigonométrie
sphérique était celui qui était le plus apte a me
donner une solution aux divers probléemes que
je me posais.

Toutefois, lors de différents échanges avec
d'autres « bricoleurs » de gnomonique, je me

suis rendu compte que l'utilisation de la
trigonométrie  sphérique  était  rarement
privilégiée, voire totalement ignorée. Pour

expliquer cette divergence, il m'a semblé que,
dans l'approche de cet outil mathématique, il
devait manquer un « maillon » entre le monde
sensible de I'environnement d’'un cadran et la
trigonométrie sphérique qui, comme son nom
I'indique, se concoit sur la surface d'une sphére.
C'est pourquoi ce maillon fera 'objet principal
de ce premier article.

Nous avons I'habitude de concevoir I'espace en
trois dimensions : longueur, largeur et hauteur.
Dans cet espace, nous concevons facilement les
notions de droite, de plan et d'angle qui sont les
éléments principaux de la géométrie dite
euclidienne. Nous savons, de plus, résoudre un
triangle plan par la trigonométrie, ce qui peut
sembler suffisant pour se débrouiller avec les
problématiques qui se posent dans l'espace
euclidien. Alors pourquoi s'embéter avec une
surface sphérique dont nous n’avons, par
ailleurs, aucune idée de la position et de la
grandeur ? Dans un premier temps, élucidons
ces deux derniers points.

La sphere qui est principalement utilisée en
gnomonique (comme d'ailleurs en astronomie)
est la sphére céleste et, de plus, nous
considérons que l'espace dans lequel nous
évoluons est concentré dans l'unique point du
centre de la spheére. Cela revient a dire que la
sphére est supposée infiniment grande et que
notre environnement est, en proportion, si petit
qu'il se réduit en un simple point.

Toutefois, sans que cela soit contradictoire, on
donne au rayon de cette sphere la valeur unité,
comme pour le cercle trigonométrique utilisé

pour introduire les fonctions du méme nom
sinus, cosinus, etc.

Voyons maintenant comment nous allons
transposer les éléments de notre environnement
sur cette sphéere.

Commencons par les demi-droites paralléles qui
ont la méme direction. Comme notre
environnement est considéré ponctuel, elles se
confondent en une seule demi-droite et, en la
prolongeant jusqu’a la sphére nous obtenons un
point.

Ce sera notre premiére transposition :

Sphére céleste
(géométrie sphérique)

Environnement du cadran
(géométrie euclidienne)

Demi-droites paralléles

(direction) Point unique

Nous savons aussi que deux directions, si elles
n‘ont pas le méme sens, définissent un
ensemble de plans paralleles qui, en
trigonométrie sphérique, se concentrent en un
unique plan. Si on l'étend jusqu'a la sphere,
I'intersection donne un cercle qui partage la
sphére en deux parties égales.

Cette derniére particularité n’est pas anodine
car on peut aussi tracer sur une sphére des
cercles qui n‘ont pas cette spécificité, comme
par exemple les cercles de méme latitude sur la
sphére terrestre. Pour les dissocier, on appelle
grand cercle tous les cercles qui partagent la
sphére en deux parties égales et petit cercle
tous les autres cercles.

Voici donc notre seconde et derniére

transposition :

Environnement du cadran

Sphére céleste
(géométrie euclidienne)

(géométrie sphérique)

Plans paralléles Unique grand cercle

De ce que nous venons de voir, nous pouvons
aussi déduire cette importante propriété : sur la
sphére (ou en géométrie sphérique), par deux
points passe un unique grand cercle.

Tiens, tiens ! Ca ne vous rappelle rien ?
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On a une propriété similaire en géométrie
euclidienne : par deux points passe une unique
droite. En effet, les grands cercles sont a la
géométrie sphérique ce que les droites sont a la
géométrie euclidienne. Cette similitude est
intéressante a retenir car elle va nous permettre
d'aborder naturellement les triangles sphériques
a partir des triangles plans que nous
connaissons bien.

Un triangle sphérique peut se définir de
différentes fagons, par exemple a partir de 3
points distincts sur la sphére : il suffit ensuite de
tracer les portions des trois grands cercles qui
passent par ces points. Pour chaque grand
cercle, on prendra par définition la plus petite
des deux portions de facon a obtenir un unique
triangle déterminé par ces 3 points. Ceux-ci sont
associés, dans notre environnement, a 3
directions différentes et entre ces directions on
peut mesurer un angle qui correspond, sur la
sphére, a la distance entre les points associés.

C'est la principale différence entre les triangles
plans et sphériques : pour ces derniers, la
« longueur » des cotés est un angle qui, par
définition, est strictement inférieur & 180°.
Quant aux 3 autres angles qui sont mesurés aux
sommets du  triangle  sphérique, ils
correspondent dans notre environnement aux
angles diédres entre les plans associés.

Pour illustrer ces notions  théoriques,
considérons un triangle fondamental en
gnomonique appelé « triangle de position » car
il est aussi a la base de la navigation
astronomique et il permet de trouver la position
du navire. Ce triangle est défini par la direction
du zénith (verticale vers le haut) qui donne sur la
sphére le point Z, du pdle nord (axe polaire vers
le nord) pour le point P, et du Soleil pour le
pointS.

-9

Fig. 1

Nord

polaire et le Soleil est le méridien du Soleil.
L'angle diédre entre ces deux plans est l'angle
horaire H. Je vous laisse retrouver les autres
caractéristiques de ce triangle qui sont
indiquées a la figure 1.

Le triangle sphérique est I'objet principal de la
trigonométrie sphérique dont le but est d'établir
les relations entre ses 6 angles (3 cOtés et 3
angles au sommet) pour pouvoir ensuite les
résoudre, c'est-a-dire calculer les angles non
connus a partir des angles connus.

Dans le cadre général de la trigonométrie
sphérique, on appelle habituellement les 3 cotés
du triangle a, b et c (en minuscules) et les 3
angles des sommets opposés respectivement A,
B et C (en majuscules) comme sur la figure 2.

a

Pour terminer cet article, voici une premiére
relation appelée « formule des sinus » et qui
s'écrit :

sinA_sinB_sinC

sina sinb sinc

Remarquons que si on 'applique au triangle de
position en considérant les deux angles au
sommet 180° - Az et H on obtient :

sin (180° - Az) _
sin (90° - 8)

sin H
sin (90° - h)

ou encore :
sin Az.cosh=sinH.cos &

C'est la relation qui a permis a Freeman, en
1978, de concevoir son cadran indépendant de
la latitude’ et que notre collégue Henri Gagnaire
a utilisée pour imaginer son dispositif apte a
fournir I'heure sans connaitre la latitude2.

Yvon Massé ymasse2@wanadoo.fr a été présenté dans le
n°2 de ce magazine. || développe notamment le site
https://gnomonique.fr/ et anime le dynamique forum
gnomonique qui lui est associé.

Ouest

Le plan contenant |'axe polaire et la verticale est
le plan méridien local, celui qui contient I'axe

1 https://articles.adsabs.harvard.edu/pdf/1978JRASC..72...69F
2 https://www.cadrans-solaires.info/wp-content/uploads/2025/09/mag-CSpourtous-n17_Henri-Gagnaire.pdf
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